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Recursividade

Um objeto é dito recursivo se pode ser
definido em termos de si préprio.
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Recursividade
Recursao
€ o processo de resolucao de um problema, reduzindo-o em um ou mais
subproblemas com as seguintes caracteriticas:
1 - S30 idénticos aos problemas originais;
2 - S3o mais simples de resolver.
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Recursividade

Recursao

Pode-se utilizar sempre que for possivel expressar a solucdo de um
problema em func3o do préprio problema.

Para se codificar programas de modo recursivo usa-se uma fun¢do, a qual
pode chamar a si mesma.
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Por que aprender recursao?

@ E uma nova forma de pensar a resolucao de problemas

@ E uma poderosa ferramenta de programacao

o Utiliza o paradigma de dividir-e-conquistar

» Existem muitos problemas que apresentam solucdes elegantes de
dividir-e-conquistar
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Recursividade - dividir em problemas menores

@ Uma vez realizada a primeira subdivisdo, a mesma técnica de
decomposicao é usada para dividir cada subproblema

@ Eventualmente, os subproblemas tornam-se tao simples que é possivel
resolvé-los sem efetuar novas subdivisdes

@ A solucdo completa do problema original é obtida através da
“montagem” das solu¢des componentes
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Recursividade - dividir em problemas menores

Dizendo isso de uma outra forma:
@ Se a instdncia em questdo é pequena
» resolva-a diretamente
@ Sendo

» reduza-a a uma instdncia menor do mesmo problema, aplique o método
a instancia menor e volte a instancia original
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Recursividade - dividir em problemas menores Recursao — Inducao

@ Este processo de resolucao de problemas esté diretamente ligado ao
conceito de inducdao matematica.

@ Toma-se como hipdtese a idéia de que a solugdo de um problema de
tamanho t pode ser obtida a partir da solucdo de subproblemas de

tamanho t — 1 : . .
@ Devemos criar uma algoritmo para resolver um determinado problema.

@ Usando o método de recursio/indu¢do, a solu¢do de um problema
pode ser expressa da seguinte forma:

» Primeiramente, definimos a solu¢do para casos bdasicos;
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Recursao — Inducao Recursao — Inducao

@ Devemos criar uma algoritmo para resolver um determinado problema. @ Devemos criar uma algoritmo para resolver um determinado problema.

@ Usando o método de recursdo/inducdo, a solugdo de um problema @ Usando o método de recursdo/inducdo, a solugdo de um problema

pode ser expressa da seguinte forma: pode ser expressa da seguinte forma:

» Primeiramente, definimos a solugdo para casos bdasicos;
» Em seguida, definimos como resolver o problema para um caso geral,
utilizando-se de solugdes para instancias menores do problema.
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Inducao

@ Inducao: Técnica de demonstracdo matematica onde algum
parametro da proposicao a ser demonstrada envolve niimeros naturais.
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Inducao

@ Inducao: Técnica de demonstracdo matemadtica onde algum
pardmetro da proposicao a ser demonstrada envolve niimeros naturais.

@ Seja T uma proposicao que desejamos provar como verdadeira para
todos valores naturais n.
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Inducao

@ Inducao: Técnica de demonstracio matematica onde algum
pardmetro da proposicao a ser demonstrada envolve nliimeros naturais.

@ Seja T uma proposicdo que desejamos provar como verdadeira para
todos valores naturais n.

@ Ao invés de provar diretamente que T é valido para todos os valores
de n, basta provar as duas condi¢des 1 e 3 a seguir:
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Inducao

@ Inducao: Técnica de demonstracdo matematica onde algum
pardmetro da proposicao a ser demonstrada envolve niimeros naturais.

@ Seja T uma proposicdo que desejamos provar como verdadeira para
todos valores naturais n.

@ Ao invés de provar diretamente que T é valido para todos os valores
de n, basta provar as duas condi¢bes 1 e 3 a seguir:

© Passo base: PROVAR que T é viélido para n = 1.
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Inducao

@ Inducao: Técnica de demonstracdo matematica onde algum
parametro da proposicao a ser demonstrada envolve niimeros naturais.

@ Seja T uma proposicao que desejamos provar como verdadeira para
todos valores naturais n.

@ Ao invés de provar diretamente que T é valido para todos os valores
de n, basta provar as duas condi¢des 1 e 3 a seguir:

© Passo base: PROVAR que T é viélido para n = 1.

© Hipodtese de Inducao: Assumimos que T é valido para n — 1.
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Inducao

@ Inducao: Técnica de demonstracdo matemadtica onde algum
pardmetro da proposicao a ser demonstrada envolve niimeros naturais.

@ Seja T uma proposicao que desejamos provar como verdadeira para
todos valores naturais n.

@ Ao invés de provar diretamente que T é valido para todos os valores
de n, basta provar as duas condi¢bes 1 e 3 a seguir:

Passo base: PROVAR que T é valido para n = 1.

Hipétese de Indugao: Assumimos que T é vélido para n — 1.

000

Passo de Inducao: Sabendo que T é viélido para n — 1 devemos
PROVAR que T é vélido para n.
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Inducao

@ Por que a induc¢do funciona? Por que as duas condi¢cdes sao
suficientes?

» Mostramos que T é valido para um caso simples como n = 1.

» Com o passo da inducdo mostramos que T é valido para n = 2.

» Como T é vilido para n = 2, pelo passo de inducdo, T também é
vélido para n = 3, e assim por diante.
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Exemplo

Teorema

A soma S(n) dos primeiros n niimeros naturais é n(n+1)/2 J

Prova.
Base: Para n =1 devemos mostrar que n(n+1)/2 =1, o que é
claramente verdade.

(Instituto de Computac¢do — Unicamp)
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Exemplo Recursao

Teorema J

A soma S(n) dos primeiros n nimeros naturais € n(n+1)/2

Prova.

Base: Para n =1 devemos mostrar que n(n+1)/2 =1, o que é
claramente verdade.

Hip. de Indugao:Vamos assumir que é vélido para um valor n, ou seja,

S(n)=n(n+1)/2.

@ Defini¢des recursivas de fun¢des funcionam como o principio
matematico da inducdo que vimos anteriormente.

@ A idéia é que a solugao de um problema pode ser expressa da seguinte
forma:

» Definimos a solu¢do para os casos basicos;
» Definimos como resolver o problema geral utilizando solu¢Ges do
mesmo problema sé que para casos menores.
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Exemplo Fatorial

Teorema

A soma S(n) dos primeiros n nimeros naturais € n(n+1)/2 J

Problema: Calcular o fatorial de um nimero (n!). Ex: n=4!
Prova.

Base: Para n =1 devemos mostrar que n(n+1)/2 =1, o que é
claramente verdade.

Hip. de Indugcao:Vamos assumir que é vélido para um valor n, ou seja,
S(n) =n(n+1)/2.

Passo: Devemos mostrar que é valido para n+ 1, ou seja, devemos
mostrar que S(n+ 1) = (n+ 1)(n+ 2)/2. Por definigdo,

S(n+1) =5(n)+ n+ 1. Por hipétese S(n) = n(n+1)/2, logo

S(n+1) =S(n)+n+1
=n(n+1)/2+n+1
=n(n+1)/2+2(n+1)/2
=(n+2)(n+1)/2

(Instituto de Computacdo — Unicamp) 31 de Maio de 2012 13 / 43 (Instituto de Computacdo — Unicamp) MC-102

31 de Maio de 2012 15 / 43



Fatorial Fatorial

Problema: Calcular o fatorial de um nimero (n!). Ex: n=4! Problema: Calcular o fatorial de um nimero (n!). Ex: n=4!
@ 4! = 4*3! < subdividimos o problema @ 4! = 4*3! < subdividimos o problema
° 3l = 3*2! « subdividimos o problema
° 2! = 2*%1! <« subdividimos o problema
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Fatorial Fatorial
Problema: Calcular o fatorial de um ndmero (n!). Ex: n=4! Problema: Calcular o fatorial de um nimero (n!). Ex: n=4!
@ 4! = 4*3! < subdividimos o problema e 4! = 4*3! < subdividimos o problema
° 3! = 3*2! « subdividimos o problema ° 3! = 3*2! « subdividimos o problema
° 2! = 2*1! <« subdividimos o problema
° 1! =1 < Opa! temos uma solug3o!
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Fatorial Fatorial

Problema: Calcular o fatorial de um ndmero (n!). Ex: n=4!

o 41 = 4*31 < subdividimos o problema Problema: Calcular o fatorial de um nimero (n!).
Qual o caso base e o passo da indu¢do?
ox - ) - y
o 3! = 3*2! < subdividimos o problema @ Se néigual a 1, entdo o fatorial é 1.
o 2l = 2%11 « subdividimos o problema Qual seria o passo indutivo?
° 1! =1 < Opa! temos uma solugdo!
°

@ Note que ao chegarmos a solucdo da “menor parte” do problema, nao
precisamos mais dividi-lo! Esta é a condicao de parada!
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Fatorial Fatorial

Problema: Calcular o fatorial de um nimero (n!).
Qual o caso base e o passo da inducdo?

Problema: Calcular o fatorial de um nimero (n!).
Qual o caso base e o passo da induc3o?

@ Se n éigual a 1, entdo o fatorial é 1.
Qual seria o passo indutivo?

@ Temos que expressar a solu¢do para n > 1, supondo que jd sabemos a
solu¢do para algum caso mais simples.

e nl=nx(n-1).

Este caso é trivial pois a prépria definicio do fatorial é recursiva.
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Fatorial Fatorial

Portanto, a solucao do problema pode ser expressa da seguinte forma:

® Se n=1entdo n! =1. @ Para solucionar o problema, é feita uma chamada para a prépria
@ Sen>1lentdon! =nx(n—1). funcao, por isso, esta funcdo é chamada recursiva.

Note como aplicamos o principio da induc3o:
@ Sabemos a solugdo para um caso base: n=1.

@ Definimos a solu¢ao do problema geral n! em termos do mesmo
problema sé que para um caso menor ((n — 1)!).
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Fatorial em C Fatorial

long fatr(long n){

long x,r;

if (n == 1) //Passo Basico = codigdo de parada @ Para solucionar o problema, é feita uma chamada para a prépria
return 1; fungdo, por isso, esta fungcao é chamada recursiva.

else{ @ Recursividade geralmente permite uma descricdo mais clara e concisa
X = n-1; dos algoritmos, especialmente quando o problema é recursivo por
r = fatr(x); //Sabendo o fatorial de (n-1) natureza.

return (n* r); //calculamos o fatorial de n

}

(Instituto de Computacdo — Unicamp) 31 de Maio de 2012 18 / 43 (Instituto de Computac¢do — Unicamp) - 31 de Maio de 2012 19 / 43



O que acontece na memdria

@ Precisamos entender como é feito o controle sobre as varidveis locais
em chamadas recursivas.

@ A meméoria de um sistema computacional é dividida em trés partes:

» Espaco Estatico: Contém as varidveis globais e cédigo do programa.
» Heap: Para alocacdo dindmica de meméria.
» Pilha: Para execucdo de funcdes.
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O que acontece na memoria
O que acontece na pilha:

@ Toda vez que uma funcdo é invocada, suas varidveis locais sdo
armazenadas no topo da pilha.

@ Quando uma func3o termina a sua execugdo, suas varidveis locais sdo
removidas da pilha.
Considere o exemplo:

int f1(int a, int b){
int c=5;
return (c+a+b);

}

int f2(int a, int b){
int c;
c = f1(b, a);
return c;

}

int main(){
£2(2, 3);

}

31 de Maio de 2012
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O que acontece na memdria

Inicialmente a pilha estd vazia.
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O que acontece na memdria

Pilha

Topo
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Quando f2(2,3) é invocada, suas varidveis locais sdo alocadas no topo da

pilha.
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Pilha

Topo
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O que acontece na memdria

A funcido f2 invoca a fun¢do fl1(b,a) e as varidveis locais desta sdo

alocadas no topo da pilha sobre as de 2.

fl
a b c
3 2 5
2
a b c
2 3
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O que acontece na memoria

Pilha
Topo

31 de Maio de 2012

A funcido fl1 termina, devolvendo 10. As varidveis locais de fl s3o

removidas da pilha.
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Pilha

Topo

31 de Maio de 2012
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O que acontece na memdria

Finalmente f2 termina a sua execu¢do devolvendo 10. Suas varidveis locais
sao removidas da pilha.

Pilha

Topo
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O que acontece na memdria

No caso de chamadas recursivas para uma mesma funcdo, é como se cada
chamada correspondesse a uma fungdo distinta.

@ As execucdes das chamadas de funcdes recursivas sdo feitas na pilha,
assim como qualquer funcao.

@ O dltimo conjunto de varidveis alocadas na pilha, que esta no topo,
corresponde as varidveis da lltima chamada da fungéo.

@ Quando termina a execucdo de uma chamada da func3o, as varidveis
locais desta sao removidas da pilha.
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Usando recursao em programacao O que acontece na memdria

Considere novamente a solucdo recursiva para se calcular o fatorial e
assuma que seja feito a chamada fatr(4).

long fatr(long n){ e Cada chamada da funcao fatr cria novas varidveis locais de mesmo

long x,T; nome (n,x,r) .
if(n == 1) //Passo Basic= codig8o de parada e Portanto, vérias varidveis n, x e r podem existir em um dado
return 1; momento.
elseq{
x = n-1;
r = fatr(x); //Sabendo o fatorial de (n-1)
return (n* r); //calculamos o fatorial de n
}
+
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O que acontece na memoria O que acontece na memdria
e Cada chamada da funcgao fatr cria novas varidveis locais de mesmo e Cada chamada da funcg3o fatr cria novas varidveis locais de mesmo

nome (n,x,r) .

nome (n,x,r) .

e Portanto, vdrias varidveis n, x e r podem existir em um dado
momento.

@ Em um dado instante, o nome n (ou x ou r) refere-se a varidvel local
ao corpo da funcdo que estd sendo executada naquele instante.
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O que acontece na memdria Recursao x lteracao
Estado da Pilha de execugdo para fatr(4).

fat(2)

3002 | ¢ | fad)

fat(3)

4 13 | = | fad)

43 | | fad fat(4)

@ Solugdes recursivas sdo geralmente mais concisas que as iterativas.
Programas mais simples.

@ Copia dos parametros a cada chamada recursiva é um custo adicional
para as solucdes recursivas.

[ fal(l))l

2 1 * fat(2) 2 1 1 fat(2) ) )

302 | = | fa®) 30 2| =] fad)

f:
at(3) ) 6

4 3 * fat(4) 4 3 * fat(4) fat(4)

3
4 6 fat(4) ) o
N X R N X R
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O que acontece na memoria Exemplo: Soma de elementos de um vetor

@ E claro que as varidveis x e r sdo desnecessarias.

o Vocé também deveria testar se n ndo é negativo! @ Suponha que temos um vetor v de inteiros de tamanho n+1, e
queiramos saber a soma dos seus elementos da posicao 0 até n.

long fatr (long n){ @ Como podemos descrever este problema de forma recursiva? Isto é,

if(n <= 1) //Passo Basico = condig8o de parada como podemos descrever este problema em fun¢io de si mesmo?
return 1; @ Vamos denotar por S(n) a soma dos elementos das posi¢des 0 até n
else //Sabendo o fatorial de (n-1) do vetor. Com isso temos:

//calculamos o fatorial de n
return (n*x fatr(n-1));
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Exemplo: Soma de elementos de um vetor Algoritmo em C

@ Suponha que temos um vetor v de inteiros de tamanho n+1, e
queiramos saber a soma dos seus elementos da posicao 0 até n. int soma(int v[], int n){
if(n == 0)
return v[0]; //condigdo de parada
else
return v[n] + soma(v,n-1);

@ Como podemos descrever este problema de forma recursiva? Isto é,
como podemos descrever este problema em funcdo de si mesmo?

@ Vamos denotar por S(n) a soma dos elementos das posi¢des 0 até n
do vetor. Com isso temos:

» Se n =0 entdo a soma ¢ igual a v[0]. X
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Exemplo: Soma de elementos de um vetor Exemplo de execucao

E claro que o vocé deve se certificar de usar valores validos de n.
V =(4,3,6,2,5)

{S OMA D
Retorna »[0]=4

@ Suponha que temos um vetor v de inteiros de tamanho n+1, e
queiramos saber a soma dos seus elementos da posicao 0 até n. i

@ Como podemos descrever este problema de forma recursiva? Isto é, [SOMA““ b
- . 5
como podemos descrever este problema em fun¢do de si mesmo? { t > Retorna v{1] +4 = 3+4 7

@ Vamos denotar por S(n) a soma dos elementos das posi¢oes 0 até n SOMA(2)
do vetor. Com isso temos: !

» Se n =0 entdo a soma ¢ igual a v[0]. [SOMM})
» Se n > 0 entdo a soma é igual a v[n] + S(n—1).

Retoma v[2]+ 7 = 6 +7=13

Retormna v[ 3] + 13= 2+13 13

[s OMA (v 4)

Re,tomav4]+15 S+ 15=120
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Soma do vetor recursivo Fibonacci

0 métod ] ) @ A série de fibonacci é a seguinte:
) meto. ? re.curswo sempre termina: > 1,1,2,3,5,8,13.21, ...
» Existéncia de um caso base.

» A cada chamada recursiva do método temos um valor menor de n. ® Queremos determinar qual € o n-ésimo (fibo(n)) nimero da série.

@ Como descrever o n-ésimo ntimero de fibonacci de forma recursiva?
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Algoritmo em C Fibonacci
Versao iterativa:
int calcula_soma(int[] v, int n){ @ No caso base temos:
int soma=0, i; » Se n=1 ou n =2 entdo fibo(n) = 1.
for(i=0;i<=n;i++) @ Sabendo casos anteriores podemos computar fibo(n) como:
soma = soma + v[il]; » fibo(n) = fibo(n — 1) + fibo(n — 2).

return soma;
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Algoritmo em C Exercicio

Mostre a execucdo da funcdo recursiva imprime abaixo:
O que sera impresso?

#include <stdio.h>

C e~ .y, . . . void imprime(int v[], int i, int n);
A definicdo anterior é traduzida diretamente em um algoritmo em C: P

int main(){

long fibo(long n){ int vet[] = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10};

if(n <= 2) N
o imprime(vet, 0, 9);
return 1; //condigio de parada printf("\n");
else ¥
return (fibo(n-1) + fibo(n-2));
T void imprime(int v[], int i, int n){
if (i==n){
printf ("%d, ", v[il);
}
elseq
imprime(v,i+1,n);
printf("%d, ", v[il);
}
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Relembrando Exercicio

@ Recursdo é uma técnica para se criar algoritmos onde:
@ Devemos descrever solucdes para casos bdsicos.

* sem eles ndo temos condicdo de parada — loop infinito

@ Mostre o estado da pilha de memdéria durante a execucdo da funcdo
fibo com a chamada fib(5).

@ Assumindo a existéncia de solu¢des para casos menores, mostramos
como obter solucdo para o caso maior.

@ Algoritmos recursivos geralmente sao mais claros e concisos.

@ Implementador deve avaliar clareza de cédigo x eficiéncia do
algoritmo.
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